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Abst rac t .  We give the explicit algebraic form of the closed invariant sets for a 
transfer operator associated to a dilating matr ix  in ~d. 

Resume .  Nous explicitons la forme alg~brique des ferm~s invariants pour les 
op~rateurs de transfert associgs aux matrices dilatantes dans ~d. 

O. I n t r o d u c t i o n  

Etant  donn6es une matrice dilatante A, une famille 

= {~0,~-~,... ,~-~-~} 
d'616ments de R d et une fonction u ~ 0 sur Rd, nous consid6rons l'op~- 

rateur  P~ op6rant sur les fonctions f d~finies sur R d par 

Puf(Z) = Z u(A-I(x + ~-))f(A-l(x + T)). 
TEZ) 

Ces op~rateurs, ou sous une forme plus g~n~rale les op~rateurs associ~s 

des applications dilatantes, out des propri6t~s spectrales remarquables 

(cf. [7], [5], [15]) et apparaissent dans plusieurs domaines, par exem- 
ple comme op6rateurs de transit ion dans la construction de chaines de 

Markov ([12]) et comme op~rateurs de transfert  en th~orie ergodique et 

m~canique statistique ([8], [13], [14]). 

Ils interviennent 5galement dans la construction des fonctions 

d%chelle de la th6orie des analyses multir~solutions d~velopp~e notam- 

ment g partir  des t ravaux d'Y. Meyer [11] sur les bases d'ondelettes. 

Les propri~t~s spectrales de ces op~rateurs sont en effet lides aux pro- 
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pri6t6s fonctionnelles d'analyses multir6solutions associ6es et fournissent 

des crit~res d'orthogonalit6, de base de Riesz, de r6gularit6 (cf. [2], [6]) 

des fonctions d'6chelle correspondantes. 

La notion de "compact invariant" pour les op6rateurs d6finis plus 

haut permet de formuler des crit6res effectifs et d'6tudier, par exemple, 

les obstructions g l'orthogonalit6 dans la construction d'une fonction 

d'6chelle. Ces crit6res, qui se traduisent par une condition alg6brique sur 

les z6ros d'un polyn6me, sont simples g mettre en oeuvre en dimension 

1. En dimension > 1, le formalisme g6n6ral des constructions d'analyses 

multir6solutions et des m6thodes d'op6rateurs reste inchang6, mais des 

problbmes nouveaux, li6s h la dimension, apparaissent dans l'6tude des 

crit~res alg6briques portant sur les compacts invariants. 

Nous donnons ici la forme alg6brique explicite des compacts invari- 

ants pour les op6rateurs de transfert associ6s aux matrices dilatantes 

dans R a (ou des ferm6s p6riodiques invariants dans le cas des matri- 

ces dilatantes g coefficients entiers). La preuve fait appel ~ un r6sultat 

alg6brique (proposition 2.4) d6montr6 en appendice. 

Plusieurs travaux r6cents (cf. [3], [4], [9], [10]) ont reli6 l'6tude des 

pavages auto-similaires de IRa aux analyses multir6solutions. L'appli- 

cation des r6sultats du pr6sent article g la construction des analyses 

multir6solutions et particuli6rement des pavages auto-similaires de 1R a 

fait l'objet d'un autre travail [1]. 

Plan de l'article 
I Un op6rateur de transfert, d6finitions, notations 

II Structure des compacts invariants minimaux 

III Le cas du tore 

IV Appendice 

I. U n  op6rateur  de  transfert,  d6f init ions ,  notat ions  

1.1 Notations et hypoth6ses 
On consid6re une matrice carr6e A d'ordre d _> 1 inversible, g coefficients 
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%els, dilatante (c 'est-h-dire dont  tou te s  les valeurs propres  sont  de mod-  

ule s t r i c tement  sup6rieur  s 1), et une famille 7) = {T0, ~-1,... , ~-q-1} de 

q > 1 616ments de R d. 

Pou r  7- E 7), on note  r l 'affinit6 de R d d6finie par  r  = A - l ( x  + ~-), 

x c R d. Nous  d6signons par  D la famille de ces affinit6s. 

Nous  supposons  que la mat r ice  A et la famille 7) v6rifient l ' hypoth6se  

(H) suivante,  qui assure l 'unicit6 des d6ve loppements  finis: 

H y p o t h 6 s e  ( H ) .  "Pour tout x E IR d l'@alitd 71. . . ~pX = ~]1 . . .  ~?px im- 

plique ~/k = ~]k, 1 < k < p . "  

I] suffit que la propri6t6 soit vraie pou r  x = 0. Une  formula t ion  

6quivalente  est: 

"Pour tout entier p > 1, I'@alitd 

P P 

A-k'Tk = ~ A-kr/k, 
k=] k=l  

avec ~/k, ~k E l?, entraine les dgaIitds "Yk = ~Tk, 1 <_ k <_ p ' .  

On choisit  sur N d une  norme  II II pour  laquelle 

A -1 < 1 .  

Pou r  x E R d e t a  %el positif,  on note  B(x, a)  la boule  ouver te  de centre  

x et de rayon  a.  La  boule  ferm6e de centre  0 et de rayon 

A-1  

]~ = Te~sup[IT[[ (1 -- [IA-1][) 

est  invariante  par  les affinit6s r ~- E 7). On no te ra  s implement  K ce t te  

boule.  

No tons  que, pou r  x E •d et (Tk)k>_O dans  7), on a: 

et donc: 

~-~... ~-lx = ~-~... r + A - n x ,  

lira d(~-n... ~1 x, K)  = 0. 
Tb---+ ~- OO 

Dans  la suite,  nous  consid6rons une fonct ion u ~ valeurs posi t ives ou 

nulles, a p p a r t e n a n t  ?~ l 'espace C ( R  d) des fonct ions cont inues  sur N d, et 
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nous formons l'opdrateur Pu d6fini par 

Puf(x) = ~ u(~-x)f(~x) (x C IRd). 
T ED 

Cet op~rateur opSre sur C(IR d) et pent 5tre restreint g l'espace C(K)  

des fonctions continues sur K.  Dans la suite, nous considdrons plus 

partieuli~rement des fonctions u qui sont entiSres sur ]R d. 

On notera que l 'opdrateur de "transfert" Pu n'est pas suppos5 nor- 

malisS, l '~tude qui suit dSpendant essentiellement de la structure de 

l'ensemble des z~ros de u. I1 est cependant commode de se reprdsenter 

Pu comme un op~rateur de transition, la transition d 'un point x ~tant 

possible vers un point y si, et seulement si, y est de la forme y = ~x, 

pour un r dans 7) tel que u(~-x) > 0. On schSmatisera cette situation 

par la notation: 

X --+ ~X, 

et on dira que x "m~ne g" y = ~x; ou encore, pour ~tre plus prdcis, que la 

transit ion x -~ ~x est permise (on possible) pour le triplet (A, uCalD). 
Nous supposerons que, de tout  point de ~R d, il est possible d'aller 

"quelque part" .  En d 'autres termes, nous ferons l'hypoth~se: 

Vx IU, > o. 
TCT) 

La quantit6 a = xeKinf { ~ D u ( r  est d o n c >  O. 

1.2 D~fmitions, Pour x E IR d, une trajectoire de x est une suite de 

points de I~ d de la forme {&~...  (rlx , n _> 1}, off {Gn, n >>_ 1} est une suite 

d'~l~ments de 7) v6rifiant u(gr~... ~lx) �9 �9 �9 u((r2~rlx)u(grlX) > 0, pour tout  

n > l .  

L'ensemble des trajectoires de x, not~ O(x), est donc l'ensemble des 

points at teints 5 partir  de x apr~s un nombre fini de transitions permises. 

Son adh6rence O(x) est un compact de R a appel6 orbite de x. Un ferm6 

F de IRa est dit invariant (ou absorbant selon une autre terminologie) 

s'il est non vide et contient les orbites de chacun de ses points: pour 

tout  x E F et tout  a E D tels que u(~x) > 0, on a ~x E F.  
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S i x  E K,  l 'orbite de x est dans K; si x ~ K,  comme la distance h 

K des trajectoires de tout  point tend vers 0, O(x) N K est un compact  

non vide invariant. 

Un ferm~ M de IR d invariant est dit minimal s'il ne contient pas 

de sous-ensemble invariant non vide autre que lui-m~me. De fagon 

4quivalente, M est minimal si, pour tout  z E M,  on a O(z) = M. 

L'intersection d 'une famille totalement  ordonn4e par inclusion de com- 

pacts invariants non vides dans K est encore un compact  invariant non 

vide de K.  Le lemme de Zorn assure alors que tout  compact  invariant 

M dans K contient un compact  invariant minimal. 

Dans les cas o~t l 'op4rateur P~ est un op4rateur de transition, i.e. 

Pul  = 1, il y a un lien 6troit entre les fonctions Pu-harmoniques et les 

compacts  invariants. La dimension de l 'espace vectoriel 

{ f  E c ( R d ) : p u f  = f }  

(ou celle de { f  E C(K):  P~f  = f} )  est major6e par le nombre maximal 

(n&essairement fini) de compacts  invariants disjoints, et lui est 6gale 

sous une hypoth~se de r6gularit6 de u. Dans tout  les cas, l '4tude du 

spectre de l 'op6rateur P,~ est li4e g celle des compacts  invariants mini- 

maux. La situation de ce point de vue n'est pas diff4rente de celle de la 

dimension 1 et les arguments de [2] et [6] s '~tendent sans difficult~s. Le 

lecteur pourra  se reporter  g [2] pour cette 4tude. 

La nouveautd principale en dimension > 1 rdside dans la caract4risa- 

tion alg6brique des compacts  invariants que nous abordons maintenant.  

II. Structure des compacts invariants minimaux 
L'utilisation des points p6riodiques joue un r61e important  dans la car- 

act6risation des compacts  invariants. 

Compacts invariants et points p6riodiques 

D~finitions. Etant  donn6 un entier m > 1, on appelle point pdriodique 

associ5 g u n  m-up]e (71, . . .  "Ym) de D "~ l'616ment de IR d not6 

p(71,... 
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qui est le point fixe de l 'application contractante  ~/1...~/m. Ce point 

s'6crit: 

P(')'I,--- , T m ) = E A - k ~ / ~ _  ' aveck_E {1, . . .  ,m} e t _ k = k  m o d m .  
k>l 

Nous appelons cycle pdr iodique,  associ6 au m-uple (71, . . .  ,7m), le 

sous-ensemble de K not6 r  ,Tin), form6 des points p6riodiques 

associ6s aux m-uples d6duits par permuta t ion  circulaire du m-uple 

( 7 1 ,  �9 �9 �9 , 7 m ) -  

Le lemme suivant montre  qu 'un cycle p6riodique r , 7m) est 

i n v a r i a n t  si, et seulement si, pour toute substi tution circulaire (r]l,... 
. . .  ,r/,~) du m-uple (71, . . .  ,7~)  et pour tout  "y E D diff6rent de r/,~, 

on a u('yp(~/1,... ,r/m)) = 0. Autrement  dit, les seules transitions per- 

raises, g partir  d 'un point d 'un  cycle p6riodique ~(71,. �9 �9 , 7,~) invariant, 

consistent g "tourner" sur ce cycle par les affinit6s ~i. 

Lemme  2.1. S o i t  v = P(71, . . -  , f ro )  un  p o i n t  pdr iodique .  S u p p o s o n s  

qu'i l  ex is te  des  d ldmen t s  ~-1,. . .  , rs  de D tels que ~-s.. .~-lV soi t  encore  

u n  p o i n t  pdr iodique .  Alors ,  n o u s  avons:  r l  = 7m,  r2 = ~ / m - l , . . . ~  et  

donc  r = go(Tin,71,... ,'Y.~n-1), ~-2~-1V = P ( T m - l , T m ' . .  ,7m-2), etc. . .  

Preuve. Le point Cs"" Cqv 6rant p6riodique, il existe a l , . .  �9 , ar E D tels 

que: 

o 1 " ' "  ~r ~-s " " " ~-s " " 7-1 v. 

En %p6tant m lois le b]oc ~1 "'" 5~ et r lois le bloc ~1 "'" ~,~, on obtient 

l'6galit6 

dans laquelle on a, des deux c6t6s, le m6me nombre d'applications. 

Grgce ~ Fhypoth6se (H), on en d6duit successivement, en commen~ant 

par la droite: T 1 = "}/m, 7-2 = 7 m - l ,  e t c . . .  [ ]  

Remarclue 2.2. Dans les d6monstrations, nous utiliserons g plusieurs 

reprises la remarque simple suivante: si, h partir  d 'un  point x E K, une 

suite de transitions, dont les poids restent sup6rieurs ~ une constante 

> 0, est permise, alors cette suite de transitions est 6galement possible 

g partir  de tout  point d 'un  voisinage convenable de x. 
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Nous d6signons par (5 un r~el positif  tel que, pour tous ~l~ments x, y 

de K v~rifiant IIx - Yll < (5, on air lu(x) - u(y)l < a/q. (Rappelons que 

a est la quantit5 > 0 d6finie par a = inf  { E u(r 

En notant  diam(K) le diam6tre de la boule K,  nous d4finissons 

l 'entier naturel  N par 

A -(N+I)  diam(K) < (5 < A -N  diam(/(). 

Le r4sultat suivant reprend, en le pr~cisant, un r4sultat de [2] sur les 

cycles p5riodiques des compacts  invariants. 

Proposition 2.3. a) Si F et G sont deux compacts invariants disjoints 

de K ,  alors d(F, G) >_ (5/ A -1 . 

b) Pour tout compact invariant F de K ,  nous avons l'aIternative sui- 

vante: 

| ou bien F contient un cycle pdriodique invariant; 

�9 ou bien F contient un cycle pdriodique non isold (c'est-&dire dont 

tout point est limite d'une suite d'dldments de F,  deux ~ deux dis- 

tincts). 

Preuve.  a) Nous utilisons ta remarque prSc4dente. 

Pour  tout  couple de points x et y de K tel que Ilx - YI[ < (5/ A-1  , 

il existe une suite (an, n _> 1) s valeurs dans D telle que l 'on air simul- 

tanSment, pour  tout  n > 1, 

et 

u ( ~ . . . 5 l x ) . . . u ( 6 2 ~ l x ) u ( ~ l z )  > o 

U(~n"" 61y)" ' "  u((r2~rlY)U(~ly) > O. 

En effet, par tant  de x, construisons la trajectoire de x correspondant i 

des transitions de poids maximal (donc supSrieur ?~ a/q): il est possible 

de trouver une suite (~r~, n > 1) d'SlSments de 7:) telle que: 

u ( ( r n ' " ~ l x )  _> a/q, pour tout n > 1. 

Soit y un point de K tel que [[x - y[[ < (5/ A -1 . Alors, la propri~t6 de 

contraction des applications de 7) implique que, pour tout  entier n > 1, 

les points ~n �9 �9 �9 ~lY et ~ n '  �9 ~ lx  restent/~ une distance inf~rieure s (5. 
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D'apr6s le choix de la suite a e t  celui de (5, on a, pour tout  n _> 1, 

u ( g r n ' ' ' O - l y ) " ' U ( 6 " l Y )  > O, 

et donc les suites (grn . . .~ lx ,  n _> 1) et ( ( rn . . .~ ly ,  n > 1) sont deux 

trajectoires de x et de y dont la distance I I ~ n . . . ~ l X -  ~ n ' " ~ l y l l  tend 

vers z6ro. 

Soient F et G deux compacts  invariants. S i x  est dans F et y dans 

G, avec I[x - Yll < (5/ A -1 , d'apr6s ce qui pr6c6de, les orbites ferm6es 

de x et de y, et donc F et G, ont un point commun. Ceci montre que 

deux compacts  invariants disjoints F et G son th  une distance sup6rieure 
g 6/ A -1 . 

b) Montrons maintenant  que tout  compact  invariaut F contient un 

point p6riodique. 

Soit x un 616ment de F.  Consid6rons comme pr6c6demment une 

suite (cry, n _> 1) d'616ments de D telle que 

a 
U ( & n ' " & l  x ) _ > - ,  pour tout n_> 1. 

q 

I1 existe au plus qN "blocs" de longueur N.  L'un de ces blocs, soit 

'rll,. . .  , ~?N, apparai t  une infinit6 de fois (donc au moins deux fois!) dans 

la suite (cry, n >_ 1). 

On peut  donc trouver des entiers naturels r et s e t  des 616ments 

71 , . . .  ,% ,  P l , . . .  ,ps de D tels que: 

( C r 2 N + r + s , . . .  ,O-1)=  ( T ] I , - ' '  ,TIN,~/1 , . . .  , ~ / r ,~ ] l , . . .  ,~]N, P l , . . .  , f l s ) .  

Montrons que F contient le point p6riodique associ6 au (N + r)- 

uple (r / l , . . .  ,rlN , 71 , . . .  ,%).  Notons z 0 le point ~ I ' ' ' ~ / N P l " ' ' P s X  et U 

l'affinit6 ~1"'" ~/NX/1 " '  "Yr. 

Le point z0 est un 616ment de F pour lequel les transitions 

z o  . . .   rzo . . .  " ' "  = U z o  

sont possibles avec des poids > a - -  q 

Soit z un 616ment de F pour lequel les transitions 

Z --'+ ~ r Z  ~ " ' "  ----+ ~ / 1 " ' "  ~r  z ---+ " ' "  --+ ~]1" '"  ~ N ~ I " ' "  ~/rZ = U z  
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sont possibles. On a 

v 7  7), ll /Uz -  z011 _< A diam(K) < (5, 

et cette in6galit6 reste v6rifi6e pour Its images successives de U z  et de 

z0 par des affinit6s de 7?. 

Grgce au ehoix de 5, il en %sulte que les transitions 

U z  ---+ ~ r U z  --+ . . .  ---+ ~ 1 " "  ~ r U z  ---+ . . .  ~ ~ 1 " "  ~ N ~ I " "  ~ r U z  =- U Z z  

sont possibles. 

En appliquant cette remarque successivement aux points z = z0, 

z = Uzo, z = U 2 z o , . . . ,  on obtient que F eontient le point fixe de U et 

le cycle pdriodique associd au (N + r)-uple ( rh , . . .  , r /N,71, . . .  ,%) qui 

s'en d6duit. 

Le cycle p6riodique construit  est non isol6, except6 si /31""/5sx 

coYncide avec le point p6riodique associ6 au (N + r)-uple 

( 7 1 , . - . ,  7r, r / l , . .  �9  r/N). 

I1 en %sulte que le compact  invariant F contient un cycle p6riodique 

non isold, saul  s'il ne contient que des points x qui peuvent ~tre rendus 

p6riodiques en prenant leur image par une affinit6 compos6e d 'un  hom- 

bre fini d'~16ments de 7~ (le compact  F ne contient alors que des points 

"p%-p6riodiques"). 

Plaqons-nous dans ce eas et consid6rons un point v du cycle p~rio- 

dique associd au (N + r)-uple ( r / l , . . . ,  r /N,71, . . .  ,%) et un 616merit 0 

de 7? %rifiant u(Ov) > 0 (et done 0v E F) .  Ii existe alors des ~l~ments 

01 , . . .  , 0s de 7? tels que le point 0 1 " "  0s0v soit p~riodique. 

D'aprbs le lemme 2.1, 0v appartient,  de m6me que v, au cycle p~rio- 

dique ~(r/1, �9 �9 �9 , r/N, 71 , . . .  , %), ce qui prouve que ce cycle est invariant. 
[] 

Nous montrerons en appendice qu% une fonction g entibre sur C a et 

une matrice dilatante A, on peut  associer une d6composition de g en 

s~rie de polyn6mes Pj caract~ristiques pour A, g = ~ Pj,  telle que: 
j > l  

Proposition 2.4. Si g(.) = ~ Pj( ' )  est la ddcomposi t ion en sdrie de 
j>_l 
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polyn6mes  caractdristiques pour  A de la fonc t ion  enti~re g, pour tout  

x E R d et tout  r E N*, les condit ions suivantes  sont  dquivalentes: 

(i) g (A- ~ k x )  = O, Vk > 0, 

(ii) P j ( A - r k x )  = O, Vk  > O, Vj  >_ 1, 

(iii) Pj(Akx) = O, Vk C Z, Vj _> 1, 

(iv) g ( Ak x )  = 0, Vk E Z. 

Propos i t ion  2.5. Soient  M un compact  invar iant  m in im a l  et xo un  point  

d 'un cycle pdriodique non isold de M .  Supposons qu'il existe ~ > 0 et 

une fonc t ion  enti~re h nulle sur  /3(x0, c~) N M.  

Alors  il existe ~ > 0 et V ,  sous-espace vectoriel p r o v e  de IR d stable 

par A ,  tels que h s 'annule  sur  xo + V et~ pour  tout  y E M ,  

B(y,~l) A M  C y +  V. 

E n  particuIier, le compact  M est eontenu dans un  nombre f in i  de trans- 

lards de V .  

Preuve.  Par  hypoth~se le point  pSriodique x0 est de la forme p ( a l , . . .  

. . .  , am), ; ( a l , . . .  , am) ~tant un  cycle pSriodique non isol~ dens M.  

Nous posons/3 = inf{u(x): x E ; ( a l , . . .  , am)}. Soit 51 un %el positif  

tel que, pour  tous ~l~ments x, y E K v~rifiant [ I x -  y[[ < A - ]  51, on 

ait [u(x) - u(y)l  </3.  Posons 52 = inf(51, c~). 

D'aprSs la remarque 2.2, pour  tout  x E M,  v6rifiant Ix - x0[ < 52, 

les points  

x, 6 r e x , . . .  , (rl . . . (r,~x, . . . , (~rl . . . (Ym)2x,... 

sont encore dens M.  En particulier, parmi  ces points  figurent les ~l~ments 

( ~ l " " ~ m )  kx  = zo + A - i n k ( x -  x o ) , k  > O. 

ConsidSrons l 'ensemble O(x0) des trajectoires de x0, et soit 1/ l 'ensemble 

O(x0) N B(x0, 52). Comme le cycle p6riodique ; ( a l , ' - "  , am) n 'est  pEs 

isolS, il existe des points  de M arbi t ra i rement  proches de x0 et, d'apr~s 

la minimalit~ de M,  ces points  peuvent  5tre approch~s par des points  

de l 'orbite de x0. Ceci assure que 1 /n ' es t  pas %dui t  au singleton {x0}. 

L 'appl icat ion ~1 "'" ~m est contrac tante  avec x0 comme point fixe. 
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Soient yg, 1 < ~ < p, des 41dments distincts ou non de F. Ils sont de 

la forme: 

~e . . . ~ x o ,  1 < g < p, Yg = "Yrg 

pour des 515ments 7~, 1 ~ k < re, 1 <_ g <_ p, de 73. D'apr~s ce qui 

prdc~de, pour k > 0 et 1 < g < p, ( & l ' "  (rm)kYg appart ient  g V et est 

proehe de x0, pour k assez grand. I1 en r4sulte que les points 

-2 X/2(& 1 ~ , k i l l  (&l""  6-m)kP"'Tr2 . . . . . . . .  ~ % . ~ l x  0 

sont obtenus par des transitions permises et appart iennent  ~t V, pour 

des entiers k l , . . .  , kp suffisamment grands. 

Compte- tenu de la forme des transformations et du fair que x0 est 

le point fixe de &l" '" ~m, ces points s%crivent: 

xo + A-'~kP(yp - xo) + A -['~(kp l+kP)+rpl(yp_l - xo) + " "  

+ A -[ '~(k l++kp)+r2++~p] (Yl - x0). 

On a donc, quels que soient Yl , . . .  ,Yp E ]2 et pour k l , . . . ,  ]r a s sez  

grands, 

h(xo + A-m~p(yp - xo) + A -['~(kp-~+kp)+~p] (Yp-1 - xo) + " "  

q- A-[m(kl+'"+kp)+r2+"'+rP] (Yl -- XO)) = O. 

Soit 

h(xo + .) = ~ Pj(.) 
j>l 

la d~composition en s5rie de polynSmes caract6ristiques pour A de la 

fonction enti~re h(xo + .). Par application it5rSe de la proposition 2.4, 

montrons que 

h(xo + v) = o et Vj  >_ 1, t~j(v) = o, 

pour tout  ~lSment v appartenant  au sous-espace vectoriel (r6el ou com- 

plexe) engendr~ par 

7-t = { A P ( y -  xo) ,p  E Z , y  E P} .  

Pour cela, nous appliquons d 'abord l'~quivalence entre (i) et (iv) dans 
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cet te  proposi t ion ~ la fonct ion enti6re 

g1(') = h(xo + . . .  + A-[m(k2+'"+kP)+ra+"'+rV](y2 -- xo) 

+ A-[~(k2+...+kp)+ra+.-.+rp] (.)) 

au point  x = A-~2(y l  - x o ) ,  pour  r mult iple  su t t i samment  g rand  de m; 

ce qui donne: 

h(xo + . . .  + A - [ '~ (k2++kp)+~3++~p]  (y2 - x0) 

+ At1 (Yl - x0)) = 0, V/1 E Z. 

On recommence  ensui te  avec la fonct ion enti~re 

92(') = h(xo + . "  + A-[m(ka+"+kP)+~4++~P( ' ) ) ,  

au  point  x = A-ra(y2  - xo) + A q ( y l  - xo), 11 E Z, pour  r mul t ip le  

suff isamment  g rand  de m; d'ofi, V/l, 12 E Z, 

h(xo + . . "  + A -[m(k3+'+kp)+r4+''+rp] (Y3 - xo) 

+ Al2 (Y2 -- x0) + All (Yl -- x0) = 0. 

En r6p6tant  ainsi ce proc~d6, on obtient:  

h(xo + A l P ( y p -  xO) + " "  + A q ( y l  - x0)) = 0, V / l , . . .  ,Ip E Z. 

L'~quivalence (iii) .'. ". (iv) de la proposi t ion 2.4 entraine alors que, 

V j > I :  

P j ( A Z P ( y p -  xo) + ' "  + A l l ( y l  - xo)) = O, V l l , . . .  ,Ip E Z. 

Si 6 d~signe le semi-groupe addi t i f  de IR d engendr~ par  7-/, nous avons 

donc Pj(v)  = O, Vj  > 1, Vv E 6. 

Mais tou t  polynSme s ' annu lan t  sur un  semi-groupe addi t i f  6 s 'annule  

sur le sous-espace vectoriel V de R d, ou C d, engendr5 par  6. On a donc, 

Vj >_ 1, P~(v) = o, Vv ~ V.  

Le sous-espace vectoriel  V e s t  invariant  par  A et, d 'apr~s la propo- 

si t ion 2.4, on a h(x0 + v) = 0, gv E V, ce qui implique le rdsul ta t  pour  

y = x0. 

Soit y E M.  D'apr~s la ininimalitS, il existe une t ra jectoi re  

(511" .5~y,n >_ l) 
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qui converge vers x0. Les poids des transitions correspondant k cette 

trajectoire sont minor,s,  car u(zo)  > 0. I1 existe donc T/ > 0 tel que, 

Vz E B(y, r/), les m~mes transitions ~ 1 , - . . ,  ~n . . .  appliqu~es ?~ z soient 

permises. 

Par suite il existe L tel que, pour n _> L, 71 "'" ~/nz E F, Vz E B(y, ~/). 

Pour n > L, on a ~ l ' " ~ / n Z - ~ l " ' ~ n y  E V ,  c'est-~-dire A - n ( z - y )  E V 

e t d o n c z - y E A n V = V .  

La compacit6 de K permet  de choisir un nombre ~ > 0 ind6pendant 

de y. [] 

Remarque  2.6. Reprenons les hypoth6ses de la proposition 2.5. Parmi 

les translat6s de V qui recouvrent M se trouvent les translat6s de la 

forme x + V, oh x E <(c~1,... ,Crm). Nous allons voir que, sous une 

hypoth~se suppl6mentaire, ces translat6s suffisent k recouvrir M. 

Notons x0 = p@rl, . . .  ,am) ]e point p~riodique associ6 au m-uple 

(or1,... , a,~) et d6signons par {x~, 1 < i < l} des points de M tels que 

1 
M c U + v). 

i=1 

Comme O(xo)  = M, on peut choisir les points xi dans O(xo) .  

Soit y un 61~ment de M appartenant  au translat6 x j + V ,  1 < j <_ I. 

Puisque x j  E O(x0), il existe des transitions permises menant  de x0 ?~ 

x j :  

x o  ~ ~ / l x o  ~ " ~ ~ ' "  5 a x o  = x j .  

Puisque O(y)  = M e t  t3(x0, 62)AM C x o + V ,  il existe des transitions 

permises qui mhnent de y ~ un 616ment de x0 + V: 

y --+ ~/ ,+ly  --+ " "  --+ ~ , + ~ " "  ~ , + l y  ~ x0 + V. 

Nous obtenons alors la relation: 

~ , + ~ "  ~ l z 0  ~ x0 + v ,  

qui 6quivaut (en utilisant ]a m6thode de la preuve du lemme 2.1) aux 

relations: 

Vp >_ 1, ~r+s " " ~1(~1' '"  6m)Po - (o-1"'" (rm)Px/r+s " " ~/10 E V. 
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Supposons que "l 'hypoth~se (H) modulo V" suivante soit satisfaite: 

"Pour tout  ent ier  p >_ O, l'dgalitd ~ l ' " ~ p 0  - ~1" '"  ~]pO E V ,  avec ei, 

rli E D implique ei - rli E V ,  Vi E {1, . . .  ,p} ."  

On obtient successivement: %+s - (71 E V, ce qui montre que 

5 ~ r + s - 1 -  ? r + l y  E ~ 2  6-mzo + V, 

puis %+s-1 - o-2 E V, ce qui montre que 

2r+~-2 " �9 �9 ? , + l y  E 6 3 ' ' '  ~-,~zo + V, 

etc... 

D'o/t l 'on d~duit que 

/Tt 
M c LJ + v) 

q=l 
et tout  point de M ~ (~rq. �9 �9 c~x0  + V), 1 < q < m, m~ne ~ un point de 

M V) (C~q_l �9 " 5tax0 + V), avec la convention o-0 = o-m. 

Exemple.  Prenons A = 21, u(x,  y) = v(x ,  y) cos 2 37rx, avec v(x ,  y) > O, 

V(x, y) E R 2, et 

On a, pour 

les transitions suivantes: 

1/3 + V +-+ 2/3 + V +- 4/3 + V +-+ 5/3 + V +-+ 7/3 + V ---+ 8/3 + V, 

ainsi que 

1/3 + V ---+ 5/3 + If, 8/3 + V ---+ 4/3 + V. 

Ici, 'Thypoth~se (H) modulo V" n'est pas satisfaite. On a, par exemple: 

A-170 + A-2~-2 = A-17-3 + A-2~-3, rood V. 

Par  contre, si l 'on prend, avec les m~mes A, u et V, les reprdsentants: 

7-0: ( ~ ) , T I :  (~ ) , 7 -2 :  (~ ) , 7 -3 :  (~). ,  
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alors 'Thypoth~se (H) modulo V" est satisfaite et on a le sch6ma de 

transitions suivant: 

I/3+V --~ 5/3+V --~ 7/3+V -+ 8/3+V -* 4/3+V --+ 2/3+V --+ I/3+V. 

Dans le th6or~me 2.8 qui suit, nous nous int6ressons aux compacts in- 

variants contenus dans les z6ros d'une fonction enti~re. Si la fonction 

u est e]le-m~me enti~re, cette condition est vdrifi6e sons une hypoth~se 

tr~s gdn6rale, d'apr~s le lemme suivant. 

Lemme 2.7. Soit C u n  compact invariant non vide. Si la fonction u 

ddfinissant les transitions permises est une fonction enti~re sur IR d et 
O 0  

s'il existe un point z de K de la forme ~ A-kek,  ek E D, n'appartenant 
k = l  

pas ~ C, alors il existe un entier L >_ 1 tel que 

u ( t l  . . . t L X ) U ( ~ 2  . . . ~ L - l  X )  " " " U ( ~ L X )  = o ,  

pour tout x 6 C. 

Preuve.  Soit ~] > 0 la distance du point z = ~ A ke k ~ C. Choisis- 
k----1 

sons u n e n t i e r  L tel que A -L diam(K) < 7. Pour tout  x 6 C, on a 

d (~ l ' "~LX,  Z) < ~/, et donc ~ l ' ' ' ~ L X  n'est pas dans C. 

La relation annone~e en r~sulte. [] 

Th~or~me 2.8. Soit M un compact invariant minimal  contenu dans 

l'ensemble des zdros d'une fonction enti~re h sur R d. 

a) I1 existe V ,  sous-espace vectoriel p r o v e  de R d stable par A (6ventu- 

ellement rdduit ~ {0}), tel que M soit contenu dans une rdunion finie 

Ts de translatds de V.  

b) Cette rdunion contient Ies translatds de V par les 61dments d'un cycle 

pdriodique ; ( a l , , . .  ,a,~) de M de Vx 6 ; ( a l , . . .  ,am),  h est identique- 

ment  nulle sur x + V.  

c) Si l'hypoth~se "(H) modulo V" est vdrifide (cf. remarque 2.6), alors 

{ x o  + V, 6-,~xo + V , . . . ,  ~-2 �9 - �9 ~-,~xo + V } ,  

ou xo = p ( a l , . . .  , am), et toute transition permise ~t partir d'un point 

de M N (6q . . .  ~rmXO + V)  mOne ~ un point de M N (~q-1 �9 "" (7,~xo + V) ,  

pour tout 1 <_ q <_ m, avec aO = a,~. 
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d) Si la fonct ion u est enti~re, la rdunion Tr de translatds de V est 

el le-mgme invariante.  

Preuve.  Si M est un cycle p~riodique invariant, la preuve est termin~e 

(avec V =  {0}). 

Darts le cas contraire, d'apr~s la proposition 2.3, il existe un cy- 

cle pdriodique non isol4 darts M,  soit r  ,cry). Notons x0 = 

P ( r  , ~m) le point p4riodique associ~ au m-uple (or1,... , ~m). 

D'apr~s la proposition 2.5, M est contenu dans une rdunion finie 7~ 

de translat4s d 'un sous-espace propre V de R d et h est nulle sur x + V, 

Vz e ~ ( ~ 1 , - . . ,  ~.~). 
L'assertion c) r4sulte de la remarque 2.6. 

I1 nous reste g montrer  que 7~ est elle-m~me invariante, sous l 'hypo- 

th~se que u est enti~re. 

Ddsignons par {xi, 1 < i < l} des points de O(xo) tels que 

l 

M c U (x~ + v) .  
i=1  

Soit z un 614ment d 'un translat~ xi  -1- V ,  i < i < I. Puisque xi E O(xo),  

il existe 71 , . . .  , ~/r dans 7) tels que les transitions 

xo ~ ~ l z 0  - + " "  -+ # ~ . . .  ~ l z 0  = x~ 

soient permises. 

Soit z -+ ~z une transition possible g partir  de z. Pour tout  a > 0, 

la fonction enti~re u@~/r""  71-) n'est  pas nulle sur M N B(x0, a).  (En 

effet, dans le cas contraire, d'apr~s la proposition 2.5, cette fonction 

serait nulle sur x0 + V e t  par suite u s 'annulerait  en ~z.) Pour  c~ > 0 

assez petit,  on obtient alors un 616ment 

ya E M ;q B(x0, c~) c x0 + V 

(proposition 2.5), pour lequel les transitions 

Yc~ ---+ z/lYc~ ~ "'" ---* ~ r " "  z/lYa ~ ~/x/r"" ~/lYc~ 

sont permises. L'616ment ~ r  " "  ~/lPa de M appart ient  h u n  xj  + V ,  pour 
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u n j ,  l _ < j < l ,  car 

l 

M c U + v). 
i = 1  

Mais, puisque y~ E x 0 + V, il appart ient  aussi ~ "~xi + V = X/z + V. On 

en d~duit que ( z  E xj + V. 

D'oh le r~sultat. [] 

III. Les ca du tore, matrices ~ coeff ic ients  entiers 

Nous supposons maintenant  que la matrice dilatante A est ~ coefficients 

entiers et que la fonction u est Zd-p6riodique. Soit q = ]det(A)]. 

Nous choisissons pour 7) une famille de translations appar tenant  au 

rdseau Z d, formant un syst~me complet de reprdsentants {To = 0 , . . .  

�9 .. , ~-q-1} de Zd/AZ d clans Z d. 

L 'opdrateur P~ conserve alors l 'espace des fonctions f continues Z d- 

p6riodiques et sa restriction ~ cet espace ne d@end  pas du choix de la 

famille 7) des repr6sentants. El]e pent  en effet s'6crire sous la forme: 

P~f(x) = ~ u(y)f(y), X e ]~d/~/d. 
Ay=x rood  z d 

Nous allons consid~rer des compacts  invariants sur le t o re  ~d/~d 

OU, de fa~on ~quivalente, des ferm5s invariants Zd-p6riodiques sur R d. 

La notion de ferm~ invariant Zd-p~riodique ne d@end  pas du choix du 

systbme de repr~sentants D. On a en effet: 

Lemme 3.1. Soient E1 et E2 deux sous-ensembles de ]~d tels que route 

transition possible pour le triplet (A ,u ,D)  ~ partir d'un point de E1 

m~ne ~ un point de E2. Soit 7)' un syst~me quelconque complet de 
reprdsentants de Zd/AZ d dans Z d. 

Alors, route transition possible pour le triplet (A, u, 79 I) ~ partir d'un 
point de E1 + ~d m~ne ~ un point de E2 + Z d. 

Preuve.  Soit x E El ,  g E Z d et 3 ,I E 7)~ tels que la transition x + g/ __+ 

"~/(x + g') soit permise, c'est-h-dire: u(A- l (x  + g1 + 3"1)) > O. 

On peut  ~crire 3 , /+  g / =  3' + Ag, avec 3' E 7) et g E Z d. Nous avons 
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d o r i c :  

u ( A - l ( x  + "r)) = u ( A - l ( x  + g' + "r')) > o, 

ce qui montre  que la transition x --+ ~x est permise. D'apr~s l 'hypothbse, 

on doit avoir ~x E E2, et par suite: 

~/(x + g') = ~,x + g ~ E2 + Z d. [] 

Remarques  3.2. a) Darts la situation consid6%e ici, l 'hypoth~se (H) est 

v4rifi6e. 

b) S i f  est une fonction positive non identiquement nulle, Zd-p&io - 

dique, telle que: P~f  = ;~f, A > O, l 'ensemble { f  = 0}, s'il est non 

vide, est un ferm4 invariant gd-p4riodique de ]R d. En effet, pour tout  

(x, "y) E ]R d • D v5rifiant f ( x )  = 0 et u(Z/x) > O, i] %suite de ]'~quation 

P~f  = Af que f(Z/x) = O. 

Le thdorSme suivant montre  que, darts le cas oh la fonction u est 

enti~re, ce ferm5 doit vSrifier des conditions alg6briques qui g6n4ralisent 

en dimension > 1 les conditions obtenues dans [2] pour la dimension 1. 

Th~or~me 3.3. Supposons que u soit une fonction enti&re et qu'il existe 

un fermd invariant Zd-pdriodique C diffdrent de iR d. 

Alors il existe un dldment x 0 de IR d, v6rifiant Amxo = x 0 rood Z d, 

pour un entier m >> 1, et un sous-espace rationnel W de ]R d stable par 

A ~dventuellement rdduit d {0}) tels que la rdunion 

m - 1  

S = (.J (AtCxo + W + Z d) 
k=0  

soit un ensemble invariant. De plus, toute transition permise ~ partir 

d'un point de Akxo + W + Z d, 1 < k < m, m&ne d un point de A k - l x o  + 
W +  g d. 

Preuve. Le sous-ensemble de ]~d d6fini par 

est contenu dans K.  Les points de eet ensemble poss~dent un codage 

naturel  en "base" A, g l 'aide des 616ments de 7). I1 n'est pas difficile 
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de montrer  que les translat6s par Z a de l 'ensemble Q(A, 2)) forment un 

recouvrement de IR d (cf. par exemple [9] ou [1]). 

I1 existe done un 516ment de Q(A,2)) qui n 'appar t ient  pas g C. 

D'apr~s le lemme 2.7, il existe alors des 616ments de 2), e l , . . .  , eL, L >_ 1, 
tels que la fonction entigre h(.) = u ( ~ I " ' ' ~ L ' ) U ( ~ I " ' ' e L _ I ' ) ' " u ( ~ I ' )  

s 'annule sur C. On note que h est AcT~g-pdriodique. 
Soit M un compact  invariant minimal contenu dans C (et done dans 

CNK).  D'apr~s le th6or~me 2.8, il existe un sous-espace vectoriel propre 

V de R g, stable par A, un point p@iodique x 0 = fa (a l , . . .  , am) de M e t  

une famille finie d'416ments {xi, 1 < i < g} de O(xO) contenant le cycle 

p@iodique ~ ( a l , . . .  , am) tels que 

s 

v c n = U + v) .  
{----_1 

De plus 7r est invariante et h e s t  identiquement nulle sur x + V, pour 

tout  x E ~ ( a l , . . .  ,am). 

D'apr~s le lemme 3.1, la rdunion 

g 

,5= U(xi+V+Z: d) 
i = l  

est encore invariante (elle contient les trajectoires de chacun de ses 

points). On v@ifie facilement que la fermeture d 'un ensemble invari- 

ant est encore un ensemble invariant. La fermeture 8 de $ est donc un 

ferm5 invariant. 

De plus, la fermeture de V + Z d est de la forme W + g g, oh W est 

un sous-espace rationnel contenant V, stable par A. 

La fonction h 4tant ALZe-p@iodique et s 'annulant sur x0 + V, elle 

s 'annule sur xo + V + AL~, d, doric sur xo + A L ( v  + zg), donc sur 

x O + A L ( W + Z  d) = x  O + W + A L Z  d. 

Ceci montre que W est un sous-espace propre de IR d. 

I1 est imm~diat que, si les 414ments q'i, ~-i, 1 < i < p, de 7) v@ifient: 

Zyl . . .  ~pO = $-1 " "  ~pO mod W q- zd~ 

alors nous avons, Vi E {1 , . . .  ,p}, Yi = ri rood W + Z d. 
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I1 suffit de reprendre le ra isonnement  de la remarque 2.6 pour  obtenir  

que: 

= {x0 + W + g d, ~,~x0 + W + g d , . . . ,  ~ 2 "  amx0 + W + zd}, 

et toute  t ransi t ion permise, s part ir  d 'un  point de 6q �9 . .  #mXO + W + Z d 

mSne ?~ un point  de #q-1 " "# tax0  + W + Z d, Vq E {1 , . . .  ,m} ,  avec 

O- 0 = Gm.  

On termine la d~monstra t ion du  th6or~me en remarquant  que 

A m x O  = x 0 rood Z d 

et 

~ q ' " 6 - r n X  0 = Am+l-qxo mod Za,Vq E {1, . . .  ,m}.  [] 

IV. Appendice 
Soient d u n  entier naturel  non nul et A une matr ice carr6e d 'ordre d, 

dilatante,  inversible, ~ coefficients complexes. 

Nous notons A1, . . .  , Aa les valeurs propres de A. Soit: 

�9 C~d 
7:)A = { ( P l , . . -  ,Pd) E Cd:p~l ..pd = 1,V(OZl, . . .  ,OZd) e g d 

v6rifiant A~ 1 . . . A d  d = 1}. 

Pour  tout  entier s _> 1 et route  famille {#1 , - . .  ,#~} de s nombres 

complexes non nuls, nous notons R ( p l , . . . ,  Ps) l 'ensemble des s-uples 

d 'entiers relatifs (c~l,. . .  , c~s) v6rifiant # 1 1 . . .  p~s = 1. 

I1 est facile de voir que: 

�9 ou bien, R ( # I , . . .  ,p~) = {(0, c~):c~ E R ( # 2 , . . .  ,#s)}, 

�9 ou bien, R ( p l , . . .  ,p~) = Z/3 + {(0, c~):c~ E R ( # 2 , . . .  ,#~)}, en d~sig- 

nant  par /3 = (/31,... ,/3s) un ~16ment de R ( # I , . . .  ,Its) avec/31 _> 1 
minimal.  

Notons que, pour  tou t  entier relatif n, le vecteur (A~, . . .  , A~) ap- 

par t ient  ~ D A .  D'aut re  part ,  pour  tou t  vecteur (Vl , . . .  ,Vd) orthogo- 

nal k R(A1, . . .  , Ad), pour  le produi t  scalaire usuel sur C a, le vecteur 

( e t v l , . . .  , etVa) appar t ient  ~ 73A, pour  tout  hombre complexe t. En  par- 

ticulier, pour  tout  t E C, le vecteur (et lnl~l l , . . .  , e tin [Xd[) appar t ient  

DA. On notera  que si deux valeurs propres de A sont 6gales, par exemple 
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A1 = A2, alors Z ( 1 , - 1 , 0 , . . .  ,0) C R(A1, . . .  , Ad), et g ( p l , . . .  ,Pal) E :DA, 

Pl = P2. Nous d6signons par Id la matriee identit4 d 'ordre d. 

Pour  toute  matrice earrde inversible M,  d 'ordre d, notons TM l'op4ra- 

teur de C[X1 , . . .  , Xd] d6fini par TM(P) = P o M .  Cet opdrateur respecte 

le degr~ et par cons6quent agit sur tous les sous-espaces Cn[X1, �9 �9 �9 , Xa], 

n _> 0, des polyn6mes de degr6 au plus n. Nous notons I l 'op~rateur 

identit~ de C[X1 , . . .  , Xd]. 

Le lemme suivant donne la d4composition d 'une fonction enti~re en 

sdrie de polynSmes caract4ristiques pour A. 

Lemme 4.1. Lorsque A est diagonalisable, l 'op&ateur TA est semi- 

simple. Les sous-espaces propres {ke r (TA-  # I ) ; p  E C) de TA sont 

de dimension finie. Si Q est une matrice qui diagonalise A (c'est-& 

dire telle que A = Qdiag(Al , . . .  , kd)Q-1) ,  alors tout polyn6me pro- 

pre P pour l'opdrateur TA est un polynSme propre pour l'opdrateur 

TQdiag(p>...,pd)Q-1 , quel que soit Ie vecteur (P l , . . .  ,Pal) de DA. 

Toute fonction enti~re g sur C d s'dcrit 

g =  Z S '  avec, pour tout j > 1, P j o A = # j P j ,  
j>l  

et I>1l . . . . .  I#~11 < --" < Iprq + 1 [ . . . .  [[~rq+ll<''" 
Dans le cas gdndral, dcrivons A = S U  = U S  avec S diagonalisable et 

U unipotente (i. e. telle que U - Id soit nilpotente). Les opdrateurs Ts  

et Tu sont respectivement semi-simple et unipotent. Les sous-espaces 

caractdristiques {| ker(TA -- #I)S; p E C} de TA sont de dimension 

finie. 

Toute fonction enti~re 9 sur  C d 8'dcrit 

g = E P J '  avec  Pj  E k e r ( T A  --  I~jI) sj , Pj  ~ k e r ( T  A - t t j I )S j  -1 ,  
j>_l 

Preuve.  Cas diagonalisable. L'6tude se ram~ne au eas oit 

A = diag(A1,... , Ag). 
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Dans  ce cas, tou t  Inon6me de C [ X 1 , . . .  , Xd] es t  propre pour  TA: 

" ' ' X  d ) �9 A /~11 ~.~176 "= " ~ d  0 ~ 1  " " " X d  " 

C o m m e  les valeurs propres Aj, 1 < j < d, sont routes  de modu le  > 1, 

pour  t ou t  hombre  r~el p > 0, il existe un  noInbre fini (6ventuellement 

nu]) de d-uples ( a l , . . .  , C~d) E N d te]s que A ~ - . .  Ad d = p. Ceci Inontre 

que les sous-espaces propres de TA sont de d imension finie. 
�9 ~  mo ames q  lconq.o  : �9 x '  = Zl �9 x ?  

polyn6ine propre P ,  de TA, sont tels que le vecteur  (c~ 1 -- /31, . . .  , C~d--/3d) 

appar t ien t  s R(A1 , . . .  ,Ad). On en d6duit  que P est propre pour  la 

mat r ice  diag(pl, �9 �9 �9 , Pd), pour  tou t  vecteur  ( P l , . . .  , Pd) de 7Pd. 

Si g est une fonct ion entiSre, on obt ient  la d~coinposit ion voulue en 

r6ordonnant  les Inon6mes qui in terviennent  dans  sa d6coinposi t ion en 

s~rie enti~re. 

Cas gdndral. On utilise la relat ion TA = Ts  o Tu  et le fair que, pour  

tou t  entier s > 1 et tou t  # r C, 

ker(TA -- # I )  s = ker(Ts - # I )  A ker(Tu - I )  s. [] 

Proposition 4.2. Soit  9: c d  --+ C u n e  fonc t ion  enti~re. So ient  x E C d et 

r un  ent ier  > 1 tels que 9 ( A - r k x )  = O, Vk >_ O. Ddsignons  par 

g= pj 
j>_l 

une d6composi t ion de g en sdrie de poIynOmes caraetdristiques pour  A 

donnde par le I emme 4.1. 

i) Lorsque A est diagonalisable, nous avons, pour  tout  ent ier  k >_ O, 

Vj  > 1, P j ( A - r k x )  = O. 

ii) Darts Ie cas gdndral, nous avons, pour  tout ent ier  k >_ O, 

Vj > 1,V0 < g < sj - 1, (Tu - I ) e P j ( A - r k x )  = O. 

Preuve .  ( C a s  diagonal l sable . )  Nous Inontrons la propri6t6 par  r6currence. 

Supposons que cet te  propri6t6 soit vraie pour  j < p, p > 0, en convenant  
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que P0 = 0. Pour  t ou t  y E C d, nous avons 

lira - #p+l g -  (A-rkY) = Pp+I(Y), 
n ~ q - e c  r~ 

ce qui pe rmet  d 'en  d6duire que la propri6t~ est vraie pour  j < p + 1. 

Cas 9dndral. Pour  tous  entiers j > 1 et n < 0, nous avons 

s j - 1  

Pj o A ~ ((Tu - I) + I ) ~ T ~ P j  = #j  ~ e = ~ C~(Tu - I)ePj ,  
g=O 

o~] l 'on a not~, pour  tou t  n < 0, Cgn = n ( n -  1) . . .  ( n -  g + 1)/~!. 

Nous ordonnons  les polynSmes 

Py,e = ( ru  - I )epj ,  j >_ 1, 0 < g < sj -- 1, 

l 'a ide de la re la t ion d 'ordre  

( j ,e)  _< ( j ' , e )  ~ {l~jl  < I~j,I} ou {l~jl  = I~j,I e t e  _> e'}. 

Notons  que 
s j - 1  

g An ~ Z n g 
o = , j c ~ P j , e .  

j > l  g=0  

Nous mont rons  la propri6t6 par  r6currenee. Supposons que 

Pj,e(A m~x) = O, 

pour  tOUt k _> 0 et t ou t  (j, g) _< (J0, gO), avec la convent ion P0,0 = 0. 

Appelons  PJl,q le po lyn6me succ6dant  ~ PJo,eo" De la convergence 

1 [~Jl - r k  g lim g(A-rky )  - -- Z #j  C-rkPJ,g(Y) =PJl,g](Y), n ~ + o o  T~ gl 
k = l  C - r k  (j,s163 

il r~sulte que Pji,g i (A-~kx)  = 0, Vk _> 1. D 'oh  ]a propridtd. [] 

Lorsque A est diagonalisable,  nous d4signons par  ( e l , . . .  ,ed) une 

base de vecteurs  propres de A: Aei = )~iei, 1 < i < d. 

Darts le cas g6n4ral, nous d6signons par  ( e l , . . .  , ed) une base de C d 

telle que: 

SE i = )~iEi, 1 < i < d; ei E ker(U - -  [d) "i et gi ~ ker(U -- Id) ui-1. 
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Pour  tou t  t E C, posons 

q-1 t(t  - 1 ) . . . ( t  - g +  1) 
u t : (zd + ( u  - Id)) t : ~ e! ( u  - z~) e, 

g = 0  

off q est l 'ordre de ni]potence de (U - Id). 

En uti]isant les no ta t ions  et hypoth6ses  de la proposi t ion 4.2, nous 

avons: 

d 

Corol la i re  4.3. Soit  x = ~ Xir i .  
i = 1  

i) Lorsque A est diagonalisable, pour tout vecteur ( P l , - . .  , Pal) de ~)A 

et tout entier j > 1, 

9 x i p i e i  = 0 e t  P j  x i P i e i  = 0 

\ i = 1  / i = 1  

ii) Dans le cas ggndral, nous avons, pour tout vecteur (P l , - - .  ,Pd) de 

~)A,  tou8 entiers j >_ 1 et 0 < l < 8j -- 1, et tout nombre complexe t, 

9 x i P i U t Q  = 0 e t  (Tu -- I ) l p j  x i P i U t Q  = O. 

\ i = 1  / 

Preuve. Dans le cas diagonalisable,  le corollaire r6sulte imm6dia t emen t  

du lemme 4.1 et de la proposi t ion 4.2. 

Dans  le cas g6n6ral, soient j _> 1, 0 _< g < sj et y E C a tels que 

Pj,e(Y) = (Tu - I )gPj(y)  = 0. Puisque  Pj,e est propre pour  Ts,  comme 

dans  le cas diagonalisable,  nous avons: 

Pj,g.[Q d i a g ( p l , . . .  , pd)Q-ly]  = 0, 

pour tout vecteur (Pl,... , Pd) de 79A. 
D'autre part, soient j _> 1 et y E C d tels que Pj,g(y) = O, pour 

0 _< g < sj. Alors, pour tout 0 _< g < 8j et tout t E C, 

(Tu - I / P j ( U t y )  = (Tu - I / T ~ P j ( y )  

s j -g-1  
= E t ( t --1)-. . ( t --k+l)  

k! (Tu - I )k+ePj(y)  = O. 
k = 0  

[] 
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Ceci condui t  ~ l '~nonc~ suivant,  que nous  avons utilis6 au pa rag raphe  

II: 

Proposition 2.4. Si g(.) = ~ Pj(.) est la dgcomposition en sgrie de 
j>_l 

polyn6mes caractdristiques pour A de la fonction enti~re g, pour tout 

x 6 ]R d et tout r 6 N*, les conditions suivantcs sont dquivalentes: 

(i) g(A-rkx)  = O, Vk >_ O, 

(ii) P j ( A - ~ x )  = O, Vk >> O, Vj >_ 1, 

(iii) Pj (Akx) = O, Vk 6 Z, Vj > 1, 

(iv) g(Akx) = O, Yk 6 Z. 

Preuve .  La  propos i t ion  2.4 r~sulte du  corollaire 4.3, en prenant ,  

� 9  ]e cas diagonalisable:  (Pt, ,Pd) = ( ) ~ , . .  A n . . . .  , g), avec n 6 Z. 

On  a alors: 
d 

E x i p i e i  = A n x .  

i=1 

An � 9  le cas g5ndral: ( P l , . - .  ~Pd) = ( A ~ , . . .  , d) et t = n, n E Z. En  

ut i l isant  ]a c o m m u t a t i o n  de S e t  de U, on obt ient :  

d 

E xipiUtQ = Anx" [] 
i=l 

R e m a r q u e  4.4. Supposons  que les ),j, 1 < j _< d, a d m e t t e n t  les ddcom- 

posi t ions  polaires pje2iU3J v6rifiant: 

d 

E O~jflj = 0, V ( a l , . . .  , a d )  6 R ( A 1 , . . .  , Ad)- 
j = l  

(A priori  ces 6galitSs ne sont vraies que modu lo  1). Alors en 6crivant 

A[resp. S] = Q diag( /~l , . . .  , Ad)Q -1 = e D, 

avec Q mat r ice  inversible et 

D = Q diag[ln(pl) + 2i7c/31,... , ln(pd) + 2iTr~d]Q -1, 

les relat ions du  corollaire cont iennent  les ~galitts: 

g(etDx) = O, Vt E C [resp. g(eqDut2x)  = 0, Vt l , t2  E C]. 
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La  propri~t~ ci-dessus n 'es t  pas tou jours  sat isfai te  pa r  les valeurs  p ropres  

Aj, 1 _< j _< d. C e p e n d a n t  elle l 'est  tou jours  p o u r  une  puissance  entiSre 

p >_ 1 des Aj. Si bien qu 'on  a tou jours  les 6galit~s prdc~dentes,  avec 

A p [resp. S p] = e D. 
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